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簡単に⾃⼰紹介

• 国⽴研究開発法⼈理化学研究所計算科学研究センターコデザイ
ン推進チーム研究員
• 東⼤理学天⽂出⾝（09年3⽉博⼠号）
• 専⾨：N体計算の⾼速化や⾼精度化

• 量⼦⼒学のことはよくわからないのですが、重点課題９の会議
（格⼦QCD）に参加させてもらっています



今⽇の話：⾼次Hermite積分法の構築

• 常微分⽅程式の数値解法のひとつ
• 線形多段階法、予測⼦修正⼦法のひ

とつ
• ４次のものがN体計算ではよく使

われている（Makino & Aarseth, 
1992）
• 重⼒加速度の１階導関数（jerk）も

直接計算、２段法で４次精度
• Hermite補間で３次の多項式を構築
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1 はじめに
重力多体問題の数値計算においては，時間積

分法として 4次精度のHermite積分法 [1]が広
く使われている．この手法では，重力加速度に
加えてその 1階時間導関数を直接計算し，積分
の開始点と終了点での合わせて 4語の情報を用
いて 3次の補間多項式を構築する．積分結果は，

∆v =
∆t

2
(a0 + a1) +

∆t2

12
(ȧ0 − ȧ1) (1)

のようなシンプルな式で与えられる．未来の加
速度が必要となる陰的公式となっており，予測
子修正子法の一種である．
最近では，重力加速度の 2階導関数までを直

接計算する 6次精度及び 3階導関数までを用い
る 8次精度の Hermite積分法 [2]．も重力多体
問題に応用されている
常微分方程式の数値解法においてHermite積

分法は古くから知られているが，そこで議論さ
れるのは
• 高階の導関数が安価に評価できれば簡単
かつ効率的な高次精度の積分が可能にな
る

• しかし高階の導関数まで安価に計算でき
る問題のクラスは限定的ではなかろうか

といったことであろう．[2]においては，人力
で計算量を最適化された 3階導関数までの公式
[3] を用い，8次精度の積分法の計算コストは 4

次のものの 2.5倍程度に収まった．しかしなが
ら，より高次への一般化は追求しなかった．
ここでは，Newton重力の p階までの導関数

の一般的な計算法を示し，2(p + 1) 次精度の
Hermite積分法が構築可能であること，導関数
の計算コストは O(p2)に収まることを示して
いく．

2 高階の導関数
積の微分に関しては，微分を繰り返しても項

数は線形にしか増加しない：

z =xy

ż =ẋy + xẏ

z̈ =ẍy + 2ẋẏ + xÿ
...
z =

...
xy + 3ẍẏ + 3ẋÿ + x

...
y

(2)

係数は単に二項係数で与えられる．
冪関数の高階微分については多少の工夫が必

要になる．
y =xn

ln y =n lnx

ẏ

y
=n

ẋ

x

0 =nẋy − xẏ

(3)

と変形することで，

0 =nẋy − xẏ

0 =nẍy + (n− 1)ẋẏ − xÿ

0 =n
...
xy + (2n− 1)ẍẏ + (n− 2)ẋÿ − x

...
y

(4)

のように積の微分の要領で微分を繰り返すこと
ができ，高階の微分が

ẏ =
[
nẋy

]
/x

ÿ =
[
nẍy + (n− 1)ẋẏ

]
/x

...
y =

[
n
...
xy + (2n− 1)ẍẏ + (n− 2)ẋÿ

]
/x

(5)

の様に得られる．途中の計算結果を再利用する
かたちで，項数が線形でしか増えない形式が得
られた．一般形として yの p階微分は，

y(p) =
1

x

p−1∑

j=0

[(
p− 1

j

)
n−

(
p− 1

j − 1

)]
x(p−j)y(j)

(6)

となる．
重力加速度の計算式は，

r̈ = −GM
[
(r · r)−3/2

]
r (7)



より⾼次の⽅法

• Nitadori & Makino (2008)
• 加速度の２階微分（snap）まで計算して６次精度
• 加速度の３階微分（crackle）まで計算して８次精度
• ⼈⼒で最適化された謎の導関数公式を使⽤した（Findlay 1983 via 

Aarseth 2003）
• なので８次精度で打ち⽌め、⼀般化までは考えず



より⾼次／⾼精度を⽬指して

考えられる問題、疑問と回答
• 導関数計算のコストは？⼈間が正しく実装できる？
• 項数が線形にしか伸びずp階微分まではO(p2)で計算できることがわ

かった
• チェーンルールを⽤いた⾃動微分というアプローチもある

• 積分公式の係数とか巨⼤な有理密⾏列になって⼤変では？
• LU分解しておけば次数に依存しないかたちで書けることがわかった。

A-1 = U-1L-1の成分に⼀般型はみつかっていない
• 倍精度で⾜りる？
• 12次精度ぐらいで倍精度ギリギリの計算ができる、16次精度では次数

を確認するにもdouble-double型が必要だった
• そもそもそんな⾼精度は必要？
• 必要な問題を探してくるとか設定する必要がある（太陽系の⻑期安定

性解析とか）



公開コード

• 16次精度まで実装してみたもの
https://github.com/nitadori/HighOrder
• ⼒の計算には簡単なコード⽣成（といってもループを回してprintする

だけのもの）を⾏ってみた
• 積分のところは⼿書き

• ⾃動微分型
https://github.com/nitadori/AutoDer
• {pos} -> {acc}のような実装を書くだけで{pos, vel} -> {acc, jrk}を計

算するコードが発⽣する
• Post-Newtonianとか⾊んな常微分⽅程式でHermite積分を試してみた

い⼈向け
• 3階微分（8次精度）⽤までを作った



積の⾼階微分

• 項数は線形にしか増えない
• 係数はパスカルの三⾓形
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nẋy

]
/x
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冪関数の⾼階微分
• もう少し⼯夫が必要



冪関数の微分（⼯夫したもの）

• ⾃分より低階の微分を再利⽤する形になる
• 係数はパスカルの三⾓形に似たもの

Newton重力の高階微分を用いた高次Hermite積分法
似鳥 啓吾 1, 台坂 博 2, 中里 直人 3

1理研AICS，2一橋大学，3会津大学
e-mail : keigo@riken.jp

1 はじめに
重力多体問題の数値計算においては，時間積

分法として 4次精度のHermite積分法 [1]が広
く使われている．この手法では，重力加速度に
加えてその 1階時間導関数を直接計算し，積分
の開始点と終了点での合わせて 4語の情報を用
いて 3次の補間多項式を構築する．積分結果は，

∆v =
∆t

2
(a0 + a1) +

∆t2

12
(ȧ0 − ȧ1) (1)
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...
z =

...
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ÿ =
[
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• 積の微分と冪関数の微分ができれば⼗分
（ここで GとM は定数）なので，積の微分と
冪関数の微分を組合させることにより，O(p2)

の計算コストで p階までの導関数を求めること
ができる．除算と平方根はそれぞれ 1回のみ評
価すればよい．具体的に 3階までの導関数計算
を書き下してみる．s = (r ·r)/2と置くことで，

ṡ =(r · ṙ)
s̈ =(r · r̈) + (ṙ · ṙ)
...
s =(r · ...r ) + 3(ṙ · r̈)

(8)
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ṙ +

q̇

q
r

)
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のように計算できる．8次精度の積分法に対し
ても計算量はこの程度であり，より高階の導関
数の計算も現実的なものであることが見て取
れる．
次数に対してO(p2)という計算量であるが，

これは補外法を用いて任意次数を達成したとき
のサブステップ数と同等ということになる（等
差数列を用いた場合）．補外法と比較したとき
Hermite法は，除算と平方根の評価回数はO(1)

であること，丸め誤差の増幅が起こりにくいと
が長所としてあげられるだろう．

3 予測子・修正子
予測子には単なるテイラー展開を用いるが，

修正子は時間対象で簡単な係数を持つ式で書く
ことができる．

F±
n =

1

2

(h/2)n

n!

(
a(n)1 ± a(n)0

)
(11)

のように導関数の和分と差分を用いることで，
修正子は以下の係数の線形結合で与えられる．
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若干複雑な式にはなるが，p階までの導関数を
用いた場合の修正子の k 番目の係数は，m =

⌊(k + 1)/2⌋として，
1
2k

(2k)!!
(2k+1)!!

(p−k+m
p−k

) (2k+1)!!
(2p+1)!!

(2p+1−2m)!!
(2k+1−2m)!! (12)

となる．

4 多倍長計算ライブラリの利用
容易に高次精度の積分法を構築できるが，10

次精度を超えた領域からは倍精度計算では打切
り誤差を計測することが困難となった．そこで
qdライブラリ [4]で提供される double-double

型を用い，16次精度までのテスト計算を行った．
有用だった機能のひとつとして，double型と
double-double型間の乗算があげられる．dou-

ble型で表現可能な範囲の簡単な係数を掛けるよ
うな計算では，演算命令数を削減することがで
きる．高次のHermite積分法に対して double-

double型を用いる場合，より積極的に double

型との混合精度演算を進める最適化が考えられ
るが，これは今後の課題としたい．

謝辞 修正子の係数の一般形の導出と証明にあ
たり，東京工業大学の山本智子さんに多大なる
ご協力をいただきましたことを感謝します．
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Newton重力の高階微分を用いた高次Hermite積分法
似鳥 啓吾 1, 台坂 博 2, 中里 直人 3

1理研AICS，2一橋大学，3会津大学
e-mail : keigo@riken.jp

1 はじめに
重力多体問題の数値計算においては，時間積

分法として 4次精度のHermite積分法 [1]が広
く使われている．この手法では，重力加速度に
加えてその 1階時間導関数を直接計算し，積分
の開始点と終了点での合わせて 4語の情報を用
いて 3次の補間多項式を構築する．積分結果は，

∆v =
∆t

2
(a0 + a1) +

∆t2

12
(ȧ0 − ȧ1) (1)

のようなシンプルな式で与えられる．未来の加
速度が必要となる陰的公式となっており，予測
子修正子法の一種である．
最近では，重力加速度の 2階導関数までを直

接計算する 6次精度及び 3階導関数までを用い
る 8次精度の Hermite積分法 [2]．も重力多体
問題に応用されている
常微分方程式の数値解法においてHermite積

分法は古くから知られているが，そこで議論さ
れるのは
• 高階の導関数が安価に評価できれば簡単
かつ効率的な高次精度の積分が可能にな
る

• しかし高階の導関数まで安価に計算でき
る問題のクラスは限定的ではなかろうか

といったことであろう．[2]においては，人力
で計算量を最適化された 3階導関数までの公式
[3] を用い，8次精度の積分法の計算コストは 4

次のものの 2.5倍程度に収まった．しかしなが
ら，より高次への一般化は追求しなかった．
ここでは，Newton重力の p階までの導関数

の一般的な計算法を示し，2(p + 1) 次精度の
Hermite積分法が構築可能であること，導関数
の計算コストは O(p2)に収まることを示して
いく．

2 高階の導関数
積の微分に関しては，微分を繰り返しても項

数は線形にしか増加しない：

z =xy

ż =ẋy + xẏ

z̈ =ẍy + 2ẋẏ + xÿ
...
z =

...
xy + 3ẍẏ + 3ẋÿ + x

...
y

(2)

係数は単に二項係数で与えられる．
冪関数の高階微分については多少の工夫が必

要になる．
y =xn

ln y =n lnx

ẏ

y
=n

ẋ

x

0 =nẋy − xẏ

(3)

と変形することで，

0 =nẋy − xẏ

0 =nẍy + (n− 1)ẋẏ − xÿ

0 =n
...
xy + (2n− 1)ẍẏ + (n− 2)ẋÿ − x

...
y

(4)

のように積の微分の要領で微分を繰り返すこと
ができ，高階の微分が

ẏ =
[
nẋy

]
/x

ÿ =
[
nẍy + (n− 1)ẋẏ

]
/x

...
y =

[
n
...
xy + (2n− 1)ẍẏ + (n− 2)ẋÿ

]
/x

(5)

の様に得られる．途中の計算結果を再利用する
かたちで，項数が線形でしか増えない形式が得
られた．一般形として yの p階微分は，

y(p) =
1

x

p−1∑

j=0

[(
p− 1

j

)
n−

(
p− 1

j − 1

)]
x(p−j)y(j)

(6)

となる．
重力加速度の計算式は，

r̈ = −GM
[
(r · r)−3/2

]
r (7)



多倍⻑ライブラリQDの利⽤

• 106-bitのdouble-doubleと212-bitのquad-doubleが提供されて
いる
• C++からdd_realをもちいる場合、四則演算だけならヘッダの

みで使える（今回はこれを利⽤した）
• FMA (fused multiply-add)が使えるハードウェア（Intelなら

Haswell以降）では乗算が⾼速
• 簡単な係数を掛ける操作ならdouble * double-double

• 倍精度のままでは⾼次積分法の検証もできない！
• 誤差の傾きを測れない
• 安定する刻み幅では打切り誤差が既に丸め誤差を下回ることも



数値計算（８の字解）

• 今世紀になってから発⾒された３体問題の解
• 速度が波打つのでそんなに⼤きな刻み幅はとれない

0 < t < 2, T=2π

t

vx



エネルギー誤差

• ⾼次に⾏くほど
PECモードでは安
定しなくなる
• P(EC)2であればそ

れなりに安定する

Δt = 1/32
〜200 step/orbit



時間対称性

• P(EC)2モードではエ
ネルギー誤差が積も
らない
• これは周期解を持つ

系に対する時間対称
積分法の性質
• ２段のHermite積分

法は台形公式の拡張
• シンプレクティック

ではない



積分公式の係数

• ⼀般型は東⼯⼤博⼠課程で理研AICSでJRAをしていた⼭本さん
が⾒つけてくれた（更に証明も！）
• かなりえげつない組み合わせ数学の問題になる

F+0 F−1 F+2 F−3 F+4 F−5 F+6 F−7

A2 1

H4 1 −1
3

H6 1 −2
5

2

15

H8 1 −3
7

4

21
− 2

35

H10 1 −4
9

6

27
− 2

21

8

315

H12 1 − 5

11

8

33
− 4

33

8

165
− 8

693

H14 1 − 6

13

10

39
− 20

143

48

715
− 32

1287

16

3003

H16 1 − 7

15

12

45
− 2

13

16

195
− 16

429

64

5005
− 16

6435

表 1 16次までの Hermite積分法の係数一覧。

6 予測子
逆行列 A−1even や A−1odd の一般形といえるかたちは見つけていないので、LU分解の結果を使った実装で話を進
める。中央での偶数次と奇数次の係数が

(6.1)

!"""""""
#

F0

F2

F4

F6
...

$%%%%%%%
&
=U−1pas L−1even

!"""""""
#

F+0
F−1
F+2
F−3
...

$%%%%%%%
&
,

!"""""""
#

F1

F3

F5

F7
...

$%%%%%%%
&
=U−1pas L−1odd

!"""""""
#

F−0
F+1
F−2
F+3
...

$%%%%%%%
&

のように、それぞれ (p + 1) × (p + 1) の三角行列ベクトル積を 2回行うことで得られる。A−1even と A−1odd をあら
かじめ求めておく方法に比べて演算量で損しない（密行列を 1度掛けるか三角行列を 2度掛けるか）し、三角
行列の方は行列サイズに依らない一般形があるので実装の手間も少くバグも出しにくい。
中央での値が求まったら、偶奇のベクトルを 1本に戻しパスカル行列で積分終了点での値にシフトできる。

(6.2)

!"""""""
#

FR
0

FR
1

FR
2

FR
3
...

$%%%%%%%
&
=Upas

!"""""""
#

F0

F1

F2

F3
...

$%%%%%%%
&

ただしこちらは 2(p+ 1) 次元の行列ベクトル積となるのだが、結果のうちの上半分は既知である。このことを
使うと結局上三角行列の右下部分のみを使えばよく、

(6.3) FR
p+1+i =

p∑

j=i

(
p + 1 + j
p + 1 + i

)
Fp+1+j for 0 ≤ i ≤ p

8

まず二項係数の公式を変形して可能な限り k を掃き出し、項によっては分母の 2i + 1をキャンセルできるよ
うにする。k ≥ 1のとき、

(5.6) k − i
k

(
k
i

)
=

(
k − 1

i

)

なので、

(5.7)
(
2k + 1
2k

− 2i + 1
2k

) (
k
i

)
=

(
k − 1

i

)

これに (−1)i+k/(2i + 1) を掛けてを総和を取ると右辺は −bk−1 になり、右辺にだけ総和が残るように移項し
て、

(5.8) 2k + 1
2k

bk + bk−1 =
k∑

i=0

2i + 1
2k

(−1)i+k

2i + 1

(
k
i

)
=

(−1)k

2k

k∑

i=0

(−1)i
(
k
i

)
= 0

最後の総和が 0になるのは二項係数の性質による。これで漸化式

(5.9) b0 = 1, bk = −
2k

2k + 1
bk−1

を得て、最終的に

(5.10) bk = (−1)k
(2k)!!

(2k + 1)!!

を得る。ここで !!は二重階乗で、0!! = 1!! = 1, (n + 2)!! = (n + 2)(n!!) で定義される。
最後に、横ベクトル bT と下三角行列 L−1even の積として c(p)

j を求める。

(5.11) c(p)
j =

p∑

k=j

bk
[
L−1even

]
k j
=

p∑

k=j

(2k)!!
(2k + 1)!!

(−1) j

22k−j
j
k

(
2k − j − 1

k − j

)

j = pのときには総和は k = j = pの成分のみを含むので、

(5.12) c(p)
p =

1

(−2)p
(2p)!!

(2p + 1)!!

また、総和の範囲の p依存性から漸化式

(5.13) c(p)
j − c(p−1)

j =
(−1) j

22p−j
j
p

(2p)!!
(2p + 1)!!

(
2p − j − 1

p − j

)

を得る。この漸化式を解くことで（これもかなり大変なのだけど）、2(p + 1) 次の積分公式の j 項めは、
m = ⌊( j + 1)/2⌋ と置き、

(5.14) c(p)
j =

1

(−2) j
(2 j)!!

(2 j + 1)!!

(
p − j + m

p − j

)
(2 j + 1)!!

(2 j + 1 − 2m)!!
(2p + 1 − 2m)!!

(2p + 1)!!

となる。m = ⌈ j/2⌉、 j − m = ⌊ j/2⌋ なので、

(5.15) c(p)
j =

1

(−2) j
(2 j)!!

(2⌊ j/2⌋ + 1)!!

(
p − ⌊ j/2⌋

p − j

)
(2p − 2⌈ j/2⌉ + 1)!!

(2p + 1)!!

あんまり綺麗にはならない。
表 1には 0 ≤ p ≤ 7の具体的な値を書いてみた。

7

0から数えたp⾏⽬j列⽬の成分



補間多項式の構築

• ⼒の多項式f(t)からp階微分f(p)(t)の値を持っている
• 多項式は上三⾓パスカル⾏列でシフトできるPolynomial shift

A vector of scaled force

(3) F (t) =

*........
,

f (t)
h f (1) (t)

h2 f (2) (t)/2!
...

hn f (p) (t)/n!

+////////
-
,

where f (n) (t) = dn

dtn f (t) (0  n  p), obeys a transformation

F (t + h) =

*.............
,

⇣
0
0

⌘ ⇣
1
0

⌘ ⇣
2
0

⌘
· · ·

⇣
p
0

⌘

0
⇣
1
1

⌘ ⇣
2
1

⌘
· · ·

⇣
p
1

⌘

0 0
⇣
2
2

⌘
· · ·

⇣
p
2

⌘

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · ·
⇣
p
p

⌘

+/////////////
-

F (t) = UpasF (t).(4)

֯ࡾ্ PascalྻߦʹΑΔଟ߲ࣜͷγϑτ

ޗܒௗࣅ

2015 10݄ 5

ͷଟ߲ࣜؒ࣌ f (t) ͕͋ͬͯɺn ճඍ f (n) (t) = dn

dtn f (t) ·Ͱ͓ͯͬ࣋͘͜ͱʹ͢Δɻ

Έࠁؒ࣌ hͰݩ࣍Λଗ͑ͯɺϕΫτϧ (R→ Rn+1)

F (t) =

!"""""""
#

f (t)
h f (1) (t)

h2 f (2) (t)/2!
...

hn f (n) (t)/n!

$%%%%%%%
&

(1)

ͷؒ࣌γϑτΛ͑ߟΔɻඍখؒ࣌ͰͷมԽ͕

d
dt

F (t) =
1

h

!"""""""""""
#

0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0

0 0 0
. . .

...
...
...
...
. . . n

0 0 0 · · · 0

$%%%%%%%%%%%
&

F (t) (2)

ͳͷͰɺ̍εςοϓਐΊΔʹɺ͜ͷ্ͣΒ͠ର֯ྻߦΛωΠϐΞͷ্ʹͯͤࡌɺ

F (t + h) = exp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

!"""""""""""
#

0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0

0 0 0
. . .

...
...
...
...
. . . n

0 0 0 · · · 0

$%%%%%%%%%%%
&

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

F (t) =

!""""""""""""""
#

(
0
0

) (
1
0

) (
2
0

)
· · ·

(
n
0

)

0
(
1
1

) (
2
1

)
· · ·

(
n
1

)

0 0
(
2
2

)
· · ·

(
n
2

)

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · ·
(
n
n

)

$%%%%%%%%%%%%%%
&

F (t) (3)
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ͷଟ߲ࣜؒ࣌ f (t) ͕͋ͬͯɺn ճඍ f (n) (t) = dn

dtn f (t) ·Ͱ͓ͯͬ࣋͘͜ͱʹ͢Δɻ

Έࠁؒ࣌ hͰݩ࣍Λଗ͑ͯɺϕΫτϧ (R→ Rn+1)

F (t) =

!"""""""
#

f (t)
h f (1) (t)

h2 f (2) (t)/2!
...

hn f (n) (t)/n!

$%%%%%%%
&

(1)

ͷؒ࣌γϑτΛ͑ߟΔɻඍখؒ࣌ͰͷมԽ͕

d
dt

F (t) =
1

h

!"""""""""""
#

0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0

0 0 0
. . .

...
...
...
...
. . . n

0 0 0 · · · 0

$%%%%%%%%%%%
&

F (t) (2)

ͳͷͰɺ̍εςοϓਐΊΔʹɺ͜ͷ্ͣΒ͠ର֯ྻߦΛωΠϐΞͷ্ʹͯͤࡌɺ

F (t + h) = exp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

!"""""""""""
#

0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0

0 0 0
. . .

...
...
...
...
. . . n

0 0 0 · · · 0

$%%%%%%%%%%%
&

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

F (t) =

!""""""""""""""
#

(
0
0

) (
1
0

) (
2
0

)
· · ·

(
n
0

)

0
(
1
1

) (
2
1

)
· · ·

(
n
1

)

0 0
(
2
2

)
· · ·

(
n
2

)

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · ·
(
n
n

)

$%%%%%%%%%%%%%%
&

F (t) (3)
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解きたい線形⽅程式

• 左端のFiLと右端のFiRたちから中点でのFiを求めたい
• 偶数次と奇数次に分割できる

• 逆⾏列の⼀般形をみつけることができなかったが、LU分解、
それぞれのL-1とU-1には⾏列サイズに依らない⼀般形があった

Linear equation to solve
For even order polynomial coe�cients:

(5)

*.........
,

F+0
F�1
F+2
F�3
...

+/////////
-

=

*.........
,

⇣
0
0

⌘ ⇣
2
0

⌘ ⇣
4
0

⌘ ⇣
6
0

⌘
. . .

0
⇣
2
1

⌘ ⇣
4
1

⌘ ⇣
6
1

⌘
. . .

0
⇣
2
2

⌘ ⇣
4
2

⌘ ⇣
6
2

⌘
. . .

0 0
⇣
4
3

⌘ ⇣
6
3

⌘
. . .

...
...

...
...
. . .

+/////////
-

*.........
,

F0

F2

F4

F6
...

+/////////
-

.

For odd order polynomial coe�cients:

(6)

*.........
,

F�0
F+1
F�2
F+3
...

+/////////
-

=

*.........
,

⇣
1
0

⌘ ⇣
3
0

⌘ ⇣
5
0

⌘ ⇣
7
0

⌘
. . .⇣

1
1

⌘ ⇣
3
1

⌘ ⇣
5
1

⌘ ⇣
7
1

⌘
. . .

0
⇣
3
2

⌘ ⇣
5
2

⌘ ⇣
7
2

⌘
. . .

0
⇣
3
3

⌘ ⇣
5
3

⌘ ⇣
7
3

⌘
. . .

...
...

...
...
. . .

+/////////
-

*.........
,

F1

F3

F5

F7
...

+/////////
-

.

(definitions: F+i =
1
2 (FR

i + FL
i ), F�i =

1
2 (FR

i � FL
i ).)

Linear equation to solve
For even order polynomial coe�cients:

(5)

*.........
,

F+0
F�1
F+2
F�3
...

+/////////
-

=

*.........
,

⇣
0
0

⌘ ⇣
2
0

⌘ ⇣
4
0

⌘ ⇣
6
0

⌘
. . .

0
⇣
2
1

⌘ ⇣
4
1

⌘ ⇣
6
1

⌘
. . .

0
⇣
2
2

⌘ ⇣
4
2

⌘ ⇣
6
2

⌘
. . .

0 0
⇣
4
3

⌘ ⇣
6
3

⌘
. . .

...
...

...
...
. . .

+/////////
-

*.........
,

F0

F2

F4

F6
...

+/////////
-

.

For odd order polynomial coe�cients:

(6)

*.........
,

F�0
F+1
F�2
F+3
...

+/////////
-

=

*.........
,

⇣
1
0

⌘ ⇣
3
0

⌘ ⇣
5
0

⌘ ⇣
7
0

⌘
. . .⇣

1
1

⌘ ⇣
3
1

⌘ ⇣
5
1

⌘ ⇣
7
1

⌘
. . .

0
⇣
3
2

⌘ ⇣
5
2

⌘ ⇣
7
2

⌘
. . .

0
⇣
3
3

⌘ ⇣
5
3

⌘ ⇣
7
3

⌘
. . .

...
...

...
...
. . .

+/////////
-

*.........
,

F1

F3

F5

F7
...

+/////////
-

.

(definitions: F+i =
1
2 (FR

i + FL
i ), F�i =

1
2 (FR

i � FL
i ).)

Linear equation to solve
For even order polynomial coe�cients:

(5)

*.........
,

F+0
F�1
F+2
F�3
...

+/////////
-

=

*.........
,

⇣
0
0

⌘ ⇣
2
0

⌘ ⇣
4
0

⌘ ⇣
6
0

⌘
. . .

0
⇣
2
1

⌘ ⇣
4
1

⌘ ⇣
6
1

⌘
. . .

0
⇣
2
2

⌘ ⇣
4
2

⌘ ⇣
6
2

⌘
. . .

0 0
⇣
4
3

⌘ ⇣
6
3

⌘
. . .

...
...

...
...
. . .

+/////////
-

*.........
,

F0

F2

F4

F6
...

+/////////
-

.

For odd order polynomial coe�cients:

(6)

*.........
,

F�0
F+1
F�2
F+3
...

+/////////
-

=

*.........
,

⇣
1
0

⌘ ⇣
3
0

⌘ ⇣
5
0

⌘ ⇣
7
0

⌘
. . .⇣

1
1

⌘ ⇣
3
1

⌘ ⇣
5
1

⌘ ⇣
7
1

⌘
. . .

0
⇣
3
2

⌘ ⇣
5
2

⌘ ⇣
7
2

⌘
. . .

0
⇣
3
3

⌘ ⇣
5
3

⌘ ⇣
7
3

⌘
. . .

...
...

...
...
. . .

+/////////
-

*.........
,

F1

F3

F5

F7
...

+/////////
-

.

(definitions: F+i =
1
2 (FR

i + FL
i ), F�i =

1
2 (FR

i � FL
i ).)



準備（組合わせ数学）

• 形式的冪級数と係数の抽出

• 簡単な例（Newtonの⼆項定理）

[tk ](1 + t)n =
 
n
k

!

f (t) =
1X

k=0

tk fk () [tk ] f (t) = fk



Riordan array

• ⺟関数を２つ取る下三⾓⾏列
n⾏k列⽬は

• 群になっている
• 乗算

• 単位元

• 逆元

Riordan array

For the proof of our matrix form L

�1 and U

�1, we make a brief review
of Riordan arrays.
A Riordan array is an infinite lower triangular matrix taking a pair of
formal power series d(t) (d0 , 0) and h(t) (h0 = 0, h1 , 0) 1, of
which element in the n-th row k-th column (counted from (0, 0)) is

R
⇣
d(t), h(t)

⌘
n,k
= [t

n

]d(t) (h(t))k (39)

They make a group, providing explicit forms of
matrix multiplication, identity, and inverse.
In this study, we exploit the Riordan arrays to find matrix inverses of
which coe�cients are expressed in binomials.

1Notice that Handbook.pdf by Sprugnoli takes a slightly di�erent notation
R (d(t), th(t)) with d0, h0 , 0, which does not make a practical di�erence.

R �d(t), h(t)
� � R �a(t), b(t)

�
= R �d(t) ⇥ a(h(t)), b(h(t))

�

R �1, t�

R �
d(t), h(t)

��1 = R
 

1

d(h�1(t))
, h�1(t)

!



調べたかった⾏列

• この⾏列で、(a,b)=(2,0)のときが偶数次(a,b)=(2,1)のときが奇
数次
• 上三⾓パスカル⾏列で、

• のようにLU分解することができる。まずはこの分解を証明し
てL(a,b)の性質を調べていく

Generalization

We modify the upper triangular Pascal matrix with 2-parameter (a, b),
as in

(7) [M(a,b)]i j =

 
a j + b

i

!
.

This is no longer an upper triangular matrix.
Our interest is to find the solutions
I M�1(2,0) for the even order terms, and
I M�1(2,1) for the odd order terms.

Unfortunately, explicit forms of their inverses seem to be hardly
available.

Interpretation

A 2-parameter dense matrix M(a,b) can be factorized into

(13) M(a,b) = L(a,b)Upas

and we will soon see that L(a,b) is upper triangular.
Though explicit matrix elements of L(a,b) in general are hard to obtain
(see (3.150) GouldBK.pdf, Sprugnoli, 2006), all we need are

M�1(2,0) =U�1pasL(1/2,0),(14)
M�1(2,1) =U�1pasL(1/2,�1/2) .(15)

Fortunately, matrix elements of U�1pas, L(1/2,0), and L(1/2,�1/2) are
available explicitly.



LU分解

• Upas-1を右から掛けて結果が下三⾓になっていることを確かめ
る

• 途中合成則と畳込み則を⽤いたが詳細は略。
• L(a,b)が下三⾓のRiordan arrayとなった

L(a,b): 2-parameter lower-triangular matrix

We compute the matrix element from its definition:

[L(a,b)]i j =
f
M(a,b)U�1pas

g
i j

(18)

=

1X

k=0

 
ak + b

i

!
(�1)k+j

 
j
k

!

=

1X

k=0

[yi](1 + y)ak+b · [tk ](�1 + t) j

=

1X

k=0

[tk ](�1 + t) j · [yi](1 + y)b
�
(1 + y)a

�k

=[ti](1 + t)b
��1 + (1 + t)a

� j

=
f
R

⇣
(1 + t)b,�1 + (1 + t)a

⌘g
i j
.

R (d(t), h(t)) is a Riordan array of which element is [ti]d(t)h(t) j .



２変数のRiordan subgroup

に対して
• 乗算

• 単位元

• 逆元

• 最初の2×2成分を実体化してみるとわかりやすい

Riordan array
is an infinitesimal lower triangle matrix, taking 2 formal power series.
The element at the n-th row and the k-th column is

(20)
f
R
⇣
d(t), h(t)

⌘g
nk
= [tn]d(t)h(t)k .

Matrix multiplication is given by

R
⇣
d(t), h(t)

⌘
� R
⇣

f (t), g(t)
⌘
= R
✓
d(t) · f

⇣
h(t)
⌘
, g
⇣
h(t)
⌘ ◆
.(21)

For our 2-parameter matrices

L(a,b) =R
⇣
(1 + t)b,�1 + (1 + t)a

⌘
,

L(c,d) =R
⇣
(1 + t)d,�1 + (1 + t)c

⌘
,

we have a multiplication

L(a,b) L(c,d) = R
⇣
(1 + t)b (1 + t)ad,�1 + (1 + t)ac

⌘
= L(ac,ad+b) .

(22)

Group structure

L(a,b) forms a subgroup of the Riordan group when a , 0.
I Multiplication:

L(a,b) L(c,d) = L(ac,ad+b) .

I Identity:
L(1,0) L(a,b) = L(a,b) L(1,0) = L(a,b)

I Inverse:
L�1(a,b) = L(1/a,�b/a) .

The following 2 ⇥ 2 matrix preserves the same structure.

(23)
 
1 0
b a

!  
1 0
d c

!
=

 
1 0

ad + b ac

!
.

Group structure

L(a,b) forms a subgroup of the Riordan group when a , 0.
I Multiplication:

L(a,b) L(c,d) = L(ac,ad+b) .

I Identity:
L(1,0) L(a,b) = L(a,b) L(1,0) = L(a,b)

I Inverse:
L�1(a,b) = L(1/a,�b/a) .

The following 2 ⇥ 2 matrix preserves the same structure.

(23)
 
1 0
b a

!  
1 0
d c

!
=

 
1 0

ad + b ac

!
.

Group structure

L(a,b) forms a subgroup of the Riordan group when a , 0.
I Multiplication:

L(a,b) L(c,d) = L(ac,ad+b) .

I Identity:
L(1,0) L(a,b) = L(a,b) L(1,0) = L(a,b)

I Inverse:
L�1(a,b) = L(1/a,�b/a) .

The following 2 ⇥ 2 matrix preserves the same structure.

(23)
 
1 0
b a

!  
1 0
d c

!
=

 
1 0

ad + b ac

!
.

Group structure

L(a,b) forms a subgroup of the Riordan group when a , 0.
I Multiplication:

L(a,b) L(c,d) = L(ac,ad+b) .

I Identity:
L(1,0) L(a,b) = L(a,b) L(1,0) = L(a,b)

I Inverse:
L�1(a,b) = L(1/a,�b/a) .

The following 2 ⇥ 2 matrix preserves the same structure.

(23)
 
1 0
b a

!  
1 0
d c

!
=

 
1 0

ad + b ac

!
.



偶数次のL-1の⾏列要素

に対して

Application to the Hermite integrators

Remember:

M�1(2,0) =U�1pasL�1(2,0) = U�1pasL(1/2,0),(24)
M�1(2,1) =U�1pasL�1(2,1) = U�1pasL(1/2,�1/2) .(25)

All we need is the matrices elements of U�1pas, L(1/2,0), and L(1/2,�1/2).
The first one is very simple: [U�1pas]i j = (�1)i+j

⇣
j
i

⌘
.

Matrix element of L(1/2, 0)

We use Lagrange inverse formula with w(t) = �1 +
p
1 + t. For

t = w(w + 2), �(t) = 1/(2 + t) satisfies w = t�(w).

[L1/2, 0]nk =[t
n]

⇣
�1 + (1 + t)1/2

⌘k
(29)

= [tn]wk

=
k
n
[tn�1]tk�1�(t)n

=
k
n
[tn�k ](2 + t)�n

= 2k�2n
k
n

 �n
n � k

!

= (�1)n+k2k�2n
k
n

 
2n � k � 1

n � k

!
.

In case n = 0, it is �k0.



Example (for p = 7, 16th-order) I

(16) [L1/2,0]nk =
(�2)k

(�4)n
k
n

 
2n � k � 1

n � k

!

*...........................
,

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1
2 0 0 0 0 0 0

0 �1
8

1
4 0 0 0 0 0

0 1
16 �1

8
1
8 0 0 0 0

0 � 5
128

5
64 � 3

32
1
16 0 0 0

0 7
256 � 7

128
9

128 � 1
16

1
32 0 0

0 � 21
1024

21
512 � 7

128
7

128 � 5
128

1
64 0

0 33
2048 � 33

1024
45

1024 � 3
64

5
128 � 3

128
1

128

+///////////////////////////
-



奇数次のL-1の⾏列要素

に対して

Interpretation

A 2-parameter dense matrix M(a,b) can be factorized into

(13) M(a,b) = L(a,b)Upas

and we will soon see that L(a,b) is upper triangular.
Though explicit matrix elements of L(a,b) in general are hard to obtain
(see (3.150) GouldBK.pdf, Sprugnoli, 2006), all we need are

M�1(2,0) =U�1pasL(1/2,0),(14)
M�1(2,1) =U�1pasL(1/2,�1/2) .(15)

Fortunately, matrix elements of U�1pas, L(1/2,0), and L(1/2,�1/2) are
available explicitly.

Matrix element of L(1/2,�1/2)

Similarly,

[L1/2, �1/2]nk =[t
n](1 + t)�1/2

⇣
�1 + (1 + t)1/2

⌘k
(30)

= [tn]
wk

1 + w

= [tn]
tk

1 + t
�(t)n�1

�
�(t) � t�0(t)

�

= [tn]
tk

1 + t
1

(2 + t)n�1
2(1 + t)
(2 + t)2

= 2[tn�k ](2 + t)�n�1

= 2k�2n
 �n � 1

n � k

!

= (�1)n+k2k�2n
 
2n � k
n � k

!
.



Example (for p = 7, 16th-order) II

(17) [L1/2,�1/2]nk =
(�2)k

(�4)n

 
2n � k
n � k

!

*...........................
,

1 0 0 0 0 0 0 0

�1
2

1
2 0 0 0 0 0 0

3
8 �3

8
1
4 0 0 0 0 0

� 5
16

5
16 �1

4
1
8 0 0 0 0

35
128 � 35

128
15
64 � 5

32
1
16 0 0 0

� 63
256

63
256 � 7

32
21
128 � 3

32
1
32 0 0

231
1024 � 231

1024
105
512 � 21

128
7
64 � 7

128
1
64 0

� 429
2048

429
2048 � 99

512
165
1024 � 15

128
9

128 � 1
32

1
128

+///////////////////////////
-



予測⼦・修正⼦

• 予測⼦は補間多項式の係数が求まったらテイラー級数で外挿す
るだけ
• 修正⼦は偶関数の積分として与えられる
• 次数に依らない逆⾏列の⼀般形は求められなかった
• しかし横ベクトルを掛け

得られる係数列には⼀般形があった

⇣
1 1

3
1
5

1
7 · · ·

⌘
U�1pasL(1/2,0)



積分公式（修正⼦）Coe�cients table

F

+
0 F

�
1 F

+
2 F

�
3 F

+
4 F

�
5 F

+
6 F

�
7

A2 1

H4 1 �1
3

H6 1 �2
5

2

15

H8 1 �3
7

4

21
� 2

35

H10 1 �4
9

6

27
� 2

21

8

315

H12 1 � 5

11

8

33
� 4

33

8

165
� 8

693

H14 1 � 6

13

10

39
� 20

143

48

715
� 32

1287

16

3003

H16 1 � 7

15

12

45
� 2

13

16

195
� 16

429

64

5005
� 16

6435

Table: Coe�cients for up to the 16th-order Hermite integrator

General form

For the 2(p + 1)-th order integrator (p � 0), the k-th term
(0  k  p) is,

c

(p)
k

=
1

(�2)k
(2k)!!

(2k + 1)!!

 
p � k + m

p � k

!
(2k + 1)!!

(2k + 1 � 2m)!!
(2p + 1 � 2m)!!

(2p + 1)!!
,

(12)

with m = b(k + 1)/2c. A recurrent form starting from the diagonal
element to the bottom is

c

(p)
k

=

8>>>>>><>>>>>>:

1

(�2)p
(2p)!!

(2p + 1)!!
(p = k)

p � k + m

p � k

2p + 1 � 2m

2p + 1
c

(p�1)
k

(p > k)
. (13)

It is a rational recurrent form, however, we still seek for a di�erential
recurrent form in c

(p)
k

� c

(p�1)
k

for our proof.

General form

For the 2(p + 1)-th order integrator (p � 0), the k-th term
(0  k  p) is,

c

(p)
k

=
1

(�2)k
(2k)!!

(2k + 1)!!

 
p � k + m

p � k

!
(2k + 1)!!

(2k + 1 � 2m)!!
(2p + 1 � 2m)!!

(2p + 1)!!
,

(12)

with m = b(k + 1)/2c. A recurrent form starting from the diagonal
element to the bottom is

c

(p)
k

=

8>>>>>><>>>>>>:

1

(�2)p
(2p)!!

(2p + 1)!!
(p = k)

p � k + m

p � k

2p + 1 � 2m

2p + 1
c

(p�1)
k

(p > k)
. (13)

It is a rational recurrent form, however, we still seek for a di�erential
recurrent form in c

(p)
k

� c

(p�1)
k

for our proof.



まとめ

• 任意次数の2 step Hermite積分法を開発した
• 導関数はその気になればいくらでも計算できる

• ⾏列要素の計算には組合わせ数学
• 深堀りしてみると綺麗な⽯が埋まっていることもある
• Maximaで⾏列をダンプしたり、関連した数列をOEIS（オンライン整

数列⼤辞典）で検索したりの⼿探り作業
• 実⽤上⼤事なこと
• Aij = a(i, j)のように⾏列要素が⾏番号と列番号で決まるとき、⾏列サ

イズに依らずそのLU分解もLij = l(i, j)、Uij = u(i, j)のようにこの性質
を引き継ぐ。LとUの逆⾏列までも同様。A-1 = U-1L-1は⾏列サイズ依
存となってしまう


