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自己紹介
• 名前：本山裕一 
• 専門は計算物理（特に統計物理と量子物理）およびソフトウェア開発 
• 2014/03 東大院工学系研究科物理工学専攻博士課程修了 
• 量子スピン系の局所ベリー位相を経路積分モンテカルロ法で計算するアル
ゴリズムの開発 

• 2014/04 - 2022/03 東大物性研・特任研究員 
• 連続空間の経路積分モンテカルロ法 
• 虚時間グリーン関数の安定な解析接続手法の開発 
• ソフトウェア開発・高度化プロジェクト（2018-） 

• 2022/04 - 現在 東大物性研・技術専門職員 
• ソフトウェア開発・高度化プロジェクト
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物性研ソフトウェア開発・高度化プロジェクト 
PASUMS
• 東大物性研は全国共同利用・共同研究拠点であり、日本全国の物性研究者に実
験装置やスパコンを全国共同利用課題という形で提供している 
• 実際の研究では、スパコンというハードウェアだけではなく、スパコンで動
くソフトウェアも必要 

• アルゴリズムの高度化や並列化対応など、実装がどんどん難しくなっていく 
• 個人あるいは研究グループが独立したソフトウェアを持つよりも、更に広い
研究コミュニティ全体としてソフトウェアを開発・利活用したほうが効率的 
• 研究者が持っているコードを使いやすく整備して、公開する支援をしよ
う！ 

• 2015年度に物性研ソフトウェア開発・高度化プロジェクト (PASUMS: 
Project for Advancement of Software Usability in Materials Science) が
スタート
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物性研ソフトウェア開発・高度化プロジェクト
PASUMS
• 全国の物性物理学の研究者から課題ソフトウェアを公募として募集（年1回） 
• 必要な申請資格は物性研スパコンの共同利用課題と同じ 

• 物性研スパコンの運営委員会による書類審査およびヒアリング審査 
• 運営委員会の半数は物性研所外の研究者 

• 年度ごとに2件程度を課題として採択し、高度化支援（次ページ） 
• 成果物は、コミュニティに資するものとして、オープンソースソフトウェアと
してリリースする 
• 主にGPLv3などのコピーレフトライセンス 
• そのままコミュニティにとって自由なものであり続けてほしいという願
い
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PASUMSの主な支援内容
• 一般利用者向けのユーザビリティ向上（広く使われるようにする） 
• マニュアル・チュートリアルの整備 
• 入出力の整備、一般化 
• よく使われる模型やパラメータを使いやすくする 

• 有用な手法・機能の実装 
• 広報・普及活動 
• ソフトウェア論文執筆 
• ソフトウェア講習会の開催 
• 物性研スパコンへのプリインストール 

• 開発者向けのユーザビリティ向上（開発が持続するようにする） 
• リファクタリング 
• 開発者向けマニュアル（API リファレンスなど） 
• テストの導入および自動化 6



PASUMSで支援したソフト
• 量子格子模型 

• H-Wave 

• 平均場近似・RPA 

• HΦ 

• 厳密対角化 

• mVMC 

• 変分MC 

• DSQSS 

• 経路積分MC 

• TeNeS 

• テンソルネットワーク 

• DCore 

• 動的平均場理論 

• ChiQ 

• Bethe-Salpeter
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• 第一原理計算 

• abICS 

• 不規則系の第一原理モンテカルロ計算 

• OpenMX 

• 局在基底DFTソルバー 

• RESPACK 

• 有効模型導出ソフトウェア 

• ESM-RISM 

• 古典溶液理論に基づく第一原理固液界面ソルバー 

• データ科学・数理ライブラリ 

• ODAT-SE（旧2DMAT） 

• 最適化およびベイズ推定 

• PHYSBO 

• ベイズ最適化 

• Kω 

• Shifted-Krylov 部分空間法 

• moller 

• 並列計算機向け網羅計算ツール



二次元量子格子模型の計算手法としての 
テンソルネットワーク法 

（TeNeSに実装されているアルゴリズム）



量子多体問題 in 物性物理
• 多体ハミルトニアン の解析がメイン 

• 特に、固有値問題  

• ヒルベルト空間の次元が粒子数に対して指数関数的に増えるので、固有値
問題を直接解くためのコストも指数関数的に増える 

• 物性物理で取り扱う温度・エネルギースケールは低温領域 

• 基底状態 や低エネルギー励起状態 さえ求まれば良い 

• →変分法が有用

ℋ

ℋ |Ψn⟩ = En |Ψn⟩

|Ψ0⟩ |Ψ1⟩, |Ψ2⟩, …
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変分法による基底状態探索
• 量子力学における変分原理 

• 任意の状態 に対するハミルトニアン の期待値 は、基底エネルギー
と同じか、それよりも大きくなる 

 

• となるとき、  

• 変分法 
• 基底状態を探索する空間を制限し、その中でエネルギーを最小化する 
• 試行関数（変分波動関数）の形を仮定することで空間を制限する 
• 変分波動関数の作り方やパラメータの数で、手法の効率性や得られる精度を
コントロール可能 

• 変分波動関数の表現にテンソルネットワーク（TN）を用いるのが今日の話

|Ψ⟩ ℋ E[Ψ] E0

E[Ψ] :=
⟨Ψ |ℋ |Ψ⟩

⟨Ψ |Ψ⟩
≥ E0

E[Ψ] = E0 |Ψ⟩ = |Ψ0⟩
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テンソルのダイアグラム表記
• （「テンソル」という言葉が意味するのは「多次元配列」程度の内容です） 
• テンソルを丸や四角など適当なオブジェクトで図示 
• テンソルの添字はオブジェクトから生えている線（脚）で表現 
• つまり、n階のテンソルにはn本の脚が生えている 

• 縮約（テンソルの積）は脚を接続することで表現する
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量子多体状態のTN表現
• 任意の波動関数 は適当な完全直交基底を用いて展開できる 

• 例えば格子上に並んだN個のS=1/2スピンからなる系では、それぞれのスピンのz成分を対
角化する基底 の直積状態 を用いて 

 と厳密に展開できる 

• 展開係数  はN-rankテンソル (要素数が ) 

• この巨大なテンソルを 個の小さなテンソルに分割する 

• 元々の脚をphysical bond, テンソル同士をつなげるための脚をvirtual bondと呼ぶ

|Ψ⟩

|σi⟩ |σ1σ2…σN⟩

|Ψ⟩ = ∑
σ1,σ2,…,σN

Ψσ1σ2…σN
|σ1σ2…σN⟩

Ψσ1σ2…σN
O(eN)

O(N )
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エンタングルメントエントロピーと面積則
• 全系を2つの部分系 A, B に分ける 
• 縮約密度行列 

• 密度行列 について、Bの自由度を縮約したもの  

• エンタングルメントエントロピー(EE) 

• のvon Neumannエントロピー  

• AとBがどのくらいエンタングルしているかの指標  

• 一般には はAの体積に比例する 

• 一方で基底状態や低エネルギー励起状態では、Aの表面積(Bとの界面)に比例
する（面積則） 
• 最低限、面積則を満たすようなTNをつくればよい

ρ = |Ψ⟩⟨Ψ | ρA = TrB |Ψ⟩⟨Ψ |

ρA SA = − TrρA log ρA

SA
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テンソル積状態
• テンソル積状態 (Tensor Product State, TPS) 
• あるいは Projected Entangled-Pair State (PEPS) 

• テンソル間の相関はvirtual bondを通して伝わる 
• テンソルネットワークが表現できるエンタングルメントエントロピーの上
限は、A,Bの境界にあるvirtual bondの本数に比例する 

• たとえば格子模型の格子と同じ形でテンソルを並べ、近接サイト同士を
virtual bondでつなげる
• 面積則をみたす！ 

• virtual bondの次元（自由度）を
ボンド次元 と呼ぶ 

• 波動関数の表現精度をコント
ロールするパラメータ

D



infinite TPS (iTPS)
• 系や状態に並進対称性がある場合 
• 同じテンソル（ユニットセル）が周期的に並んでいるとみなすことで、無限系
の波動関数を有限個のテンソルで表現可能 

• ユニットセルの大きさを変えてエネルギーを比較することで、適切なユニット
セルの形・大きさを調べることもできる



iTPSに対する物理量計算
• 与えられたiTPSに対する物理量（演算子）の期待値を計算したい 

 

• 分母分子ともに、ブラとケットの内積計算が必要 
• ダイアグラムとしては、対応するphysical bond を繋げれば良い 
• ブラとケットの二層あるので double layered network とよばれる 

• 内積というスカラー値を得るためには、すべてのテンソルを縮約しなければならない 
• 厳密な計算は困難（不可能）！ 
• 近似的な縮約手法が提案されてきた 
• テンソル繰り込み群 
• 境界行列積法(boundary MPS) 
• 角転送行列繰り込み群法 (CTMRG) 
• 平均場環境

⟨Ô⟩ =
⟨Ψ | Ô |Ψ⟩

⟨Ψ |Ψ⟩



角転送行列繰り込み群法 CTMRG
• まずは一つ一つのテンソルについて、physical bondの縮約をとる 

• あるテンソル（あるいはユニットセル）に着目し、その周りにある、無限に広
がったテンソルをまとめて角転送行列とエッジテンソルとで近似する

Corner transfer matrix Edge tensor

• これらのボンド次元を と書く 

• 一般に  が必要 

• 角転送行列やエッジテンソルが
得られれば縮約が取れる 
• これらのテンソルをどうやっ
て計算するか？→CTMRG

χ

χ ∝ D2



角転送行列繰り込み群法 CTMRG
• 角転送行列CとエッジテンソルEに、隣のテンソルを吸収（縮約）していく 
• （正方格子の場合）上下左右の4方向に縮約していく 
• 収束するまで繰り返す 

• 単純にくっつけるとボンド次元が  と増えてしまう 

•  にする（近似）ためにプロジェクター（下図の三角形）を導入する

χ → χD2

χD2 → χ

:Projector

Left move in CTMRG



角転送行列繰り込み群法 CTMRG
• プロジェクターの作り方もいくつか方法がある 

• テンソルの一部を縮約して特異値分解SVDを行い、特異値の大きいものから 個
残し、特異ベクトルをプロジェクターにするのが基本戦略 

• SVDの計算コストが （ とすると、 ） 

• CTMRGで一番重い部分 

• 乱択SVDを採用すると まで落とせる 

• 最近は のアルゴリズムも提案されている（TeNeS未実装）

χ

O(D6χ3) χ ∝ D2 O(D12)

O(D10)

O(D9)



物理量計算
• 角転送行列がわかれば、局所的な物理量が計算できる 
• 長距離になるとダイアグラムが大きくなり、計算コストも大きくなる

,

,



iTPSの最適化
• 変分最適化法 
• エネルギー期待値の微分を計算し、最小値を目指す 
• 自動微分ライブラリの登場により、最近主流になりつつある 

• 虚時間発展法 

• 適当な初期状態 に虚時間発展演算子をかけることで基底状態を得る 

 

• 基底状態計算以外にも計算ルーチンを流用できる 
• 実時間発展演算子に変えることで実時間発展計算ができる 
• 密度行列の虚時間発展として有限温度計算ができる 

• TeNeSはこちらを採用

|ψ⟩

|Ψ⟩ ∝ lim
β→∞

e−βℋ |ψ⟩



（虚）時間発展
• 虚時間発展演算子も巨大なテンソルなのでそのままでは計算できない 

•
多くの系ではハミルトニアンが局所ハミルトニアンの和で とかけ

るので、Suzuki-Trotter分解  を用いて 

ℋ = ∑
⟨ij⟩)

ℋij

e−τℋ = ∏
⟨ij⟩

e−τℋij + O(τ2)

|Ψ⟩ ∝ lim
β→∞

e−βℋ |ψ⟩ = ∝ lim
M→∞

[e−τℋ]M |ψ⟩ = ∝ lim
M→∞ ∏

⟨ij⟩

e−τℋij

M

|ψ⟩ + O(τ)

Subset 1:

Subset 2:



Full update
• 実際には一度にひとつずつ  をかけていく 

• 演算のたびにボンド次元が増えていくので、毎回Dまで打ち切る 
• 打ち切りの前後でベクトルの差の二乗ノルムが最小となるように打ち切る 

 

• 二乗ノルムはCTMRGを使って計算できる 
• 時間発展の計算量はCTMRGの計算量と同じ

e−τℋij

min ∥|ΨiTPSτ ⟩ − e−τℋij |ΨiTPS⟩∥2
2

Bond dimension = DBond dimension = D



Simple update
• Full updateは精度が良いが、いかんせん計算コストも重い 

• 乱択SVDを使っても  

• 更新したいテンソルの周りの環境を対角行列 まで近似（平均場環境） 

• ごと全部縮約してSVDし、特異値 を上からD個だけ残す 

• 特異値行列がこのボンドの新たな平均場になる（  ） 

• とても軽い！( ) 

• 初期状態依存性が強い

O(D10)

λ

λ σ

λnew = σ

O(D5)

: Non-negative diagonal matrix



Full update と Simple update
• Full update 
• 計算精度が良い 

• 計算コストが重い  

• Simple update 

• 計算コストが軽い  

• 計算精度は悪い 
• 初期状態依存性がFull updateより強い 
• FUよりは軽いので、複数の初期状態で計算を行い、エネルギーを比
較するのが良い 

• 途中で得られる平均場環境 を用いると物理量計算も軽量に行える 

• 変分原理を破るので、直接エネルギーの大小を比較できない

O(D10)

O(D5)

λ



有限温度計算
• 有限温度  での密度行列 を用いると、有限温度での演算子

の期待値は 

 

• 波動関数と同様に、密度行列も完全系で展開できて 
 

• 係数テンソルをTNで近似表現できる 
• iTPO (infinite Tensor Product Operator)

β = 1/kBT ρ(β) = e−βℋ

Ô

⟨Ô⟩β =
Tr [ρ(β)Ô]

Trρ(β)

ρ(β) = ∑
{σi},{σ′￼i}

ρσ′￼1σ′￼2…σ′￼N
σ1σ2…σN

|σ′￼1σ′￼2…σ′￼N⟩⟨σ1σ2…σN |



有限温度計算
• に出てくるトレースは、テンソルに2本生えているphysical bondをつな
げる操作に相当する 
• 各々のテンソルでトレースを先に取ると、iTPSのノルム計算に出てくるテ
ンソルネットワークと同じ形になる 
• iTPSと同様にCTMRGを用いた縮約ができる 

• iTPSと異なり、single layered構造なので、ボンド次元は のままで、
CTMのボンド次元 も とできる 

• 計算量が となるので、より大きなDの値まで計算可能

Trρ

D

χ χ ∝ D

O(D6)



有限温度計算
• , すなわち高温極限での密度行列は単位行列  なので、任意の温
度の密度行列は初期状態 からの虚時間発展としてかける

 

• 虚時間発展はiTPSと同様 
• 2本あるphysical bondに同時に虚時間発展させる 
• 1本に束ねてしまえばiTPSの時間発展と同じ 
• もちろんFull update, simple updateもそのまま

β = 0 ρ(0) = 1

ρ(0)

ρ(β) = e−βℋ = e− β
2 ℋe− β

2 ℋ = e− β
2 ℋρ(0)e− β

2 ℋ

Bond dimension = DBond dimension = D



二次元量子格子模型 
テンソルネットワークソルバー

Tensor Network Solver for Quantum Lattice Systems



TeNeS 開発チーム
• 大久保 毅（東大院理） 

• 森田 悟史（慶應大） 

• 本山 裕一（東大物性研） 

• 吉見 一慶（東大物性研） 

• 青山 龍美（東大物性研） 

• 加藤 岳生（東大物性研） 

• 川島 直輝（東大物性研）
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青字は高度化チーム
TeNeSは 
物性研ソフトウェア開発・高度化プロジェクト 
2019年度・2023年度課題 
として支援を受けた



TeNeS の目標
• 量子格子模型におけるテンソルネットワーク法研究への参入障壁を下げる 
• TN 法のアルゴリズム・プログラム開発 
• アルゴリズムは（ダイアグラム表記のおかげで）割とわかりやすい 
• テンソル演算のライブラリはそれぞれの言語で多数存在 
• 実際に1から組み上げるのは結構難しい（つらい） 

• テンソルの添字の順番など、システマティックに構築しないとすぐに混乱する 

• 複数のテンソルを縮約する場合、順番によって計算量オーダーが変わる 

• 計算結果をどう評価するか？ 
• ボンド次元など、ハイパーパラメータが結構多い 

• TeNeS をベンチマークとして用いる！ 
• 計算結果の比較 
• ソースコードを読む・TeNeS をベースに新アルゴリズムを入れる 
• GNU GPL v3 であることに留意
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TeNeS の目標
• 量子格子模型におけるテンソルネットワーク法研究への参入障壁を下げる 
• 別の分野の研究者 
• 実験家 
• 実験データのフィッティングなど 

• TN 以外の手法開発者 
• TN 法との比較のために使う 

• 使いやすさや汎用性を重視 
• 特定の模型や格子に強く依存した最適化はしない 
• 常に正方格子iTPS として扱う 

• スパコンなどの大規模並列計算機でも動く(分散メモリ並列によるテンソル演算) 
• 大きなボンド次元でも計算できる 

• 「とりあえずTN 計算を試してみる」ができるようにする
32



TeNeS の特徴
• 二次元量子格子模型の計算を行うソフトウェア 
• 正方格子上のテンソルネットワーク (TN) で波動関数と密度行列を表現 
• 周期構造を仮定することで無限系を計算する (iTPS/iTPO) 
• 無限系の縮約にはCTMRG または平均場環境を利用する 

• 基底状態計算 
• 波動関数に虚時間発展演算子をかけていくことで基底状態を得る 
• 最後に物理量測定 

• 実時間発展 
• 波動関数に実時間発展演算子をかけながら物理量を測定 

• 有限温度計算 
• 密度行列に虚時間発展演算子をかけていくことで有限温度密度行列を得る 

• 時間発展演算子をかける操作には simple update (SU) と full update 
(FU) を利用 33



TeNeS の特徴
• ハミルトニアン 
• 正方格子上の任意の短距離2サイト相互作用を計算可能 
• 現状はx, y 方向にそれぞれ3サイト先まで 
• 正方格子の4x4 に収まる範囲内 

• 相互作用の形を工夫することで正方格子以外も計算可能 
• 例：正方格子の斜め方向に入れて三角格子 

• フェルミオン系は対象外（スピン系・ボソン系のみ） 
• 物理量測定 
• 正方格子4x4 に収まる範囲内の演算子 
• x, y 軸方向に平行な向きの2点相関関数 
• 相関長 

• テンソル演算には mptensor (https://github.com/smorita/mptensor)を利用 
• MPI 実行するだけで ScaLAPACK を利用した分散メモリ並列がなされる
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TeNeS の特徴
• TeNeS のITE は簡単のために正方格子最近接ボンドのみ扱う 
• 長距離ITE テンソルは正方格子最近接 ITE テンソルの積に変換しておく

35

SVD



TeNeS の特徴
• よく使われそうな模型・格子は定義済み 
• 模型や格子のパラメータを与えるだけで良い 
• 定義済み模型 
• 量子スピン模型（スピンの大きさ Sは任意） 

• Bose-Hubbard 模型（サイトの粒子数カットオフ付き） 

• もちろん自分で模型（局所ハミルトニアン）を定義することも可能
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TeNeS の特徴
• よく使われそうな模型・格子は定義済み 
• 模型や格子のパラメータを与えるだけで良い 
• 定義済み格子 
• 格子回転異方性や最近接・2次近接・3次近接相互作用を導入可能 
• 正方格子 
• 三角格子 
• 蜂の巣格子 
• カゴメ格子 

• もちろん自分で格子を定義することも可能
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TeNeS の入力ファイル
• 定義済みの模型・格子
を使う場合には、簡単
なテキストファイルひ
とつで計算可能 

• 右は正方格子上の横磁
場イジング模型の基底
状態計算に必要な入力
ファイル 
• 2x2 ユニットセル 
• SU 1000 steps 

• D=2, χ = 10

[parameter]
[parameter.general]
is_real = true  # Limit tensor elements in real (not complex)

[parameter.simple_update]
num_step = 1000 # Number of steps in simple update
tau = 0.01      # Imaginary time slice

[parameter.full_update]
num_step = 0    # Number of steps in full update
tau = 0.01      # Imaginary time slice

[parameter.ctm]
meanfield_env = false # Use meanfield environment to contract iTNS
iteration_max = 10    # Maximum number of iterations in CTMRG
dimension = 10        # Bond dimension of corner transfer matrix

[lattice]
type = "square lattice" # Type of lattice
L = 2                   # X length of unit cell
W = 2                   # Y length of unit cell
virtual_dim = 2         # Bond dimension of bulk tensors
initial = "ferro"       # Initial condition

[model]
type = "spin" # Type of model
Jz = -1.0     # Jz SzSz
Jx = 0.0      # Jx SxSx
Jy = 0.0      # Jy SySy
hx = 0.0      # hx Sx



例：正方格子S=1/2反強磁性ハイゼンベルグ模型

• 正方格子S=1/2反強磁性ハイゼ
ンベルグ模型の基底エネルギー 

• 横軸はボンド次元の逆数 

• 縦軸はQMC による見積もりか
らの相対誤差 

• A.W. Sandvik, AIP Conf. 
Proc. 1297, 135 (2010) 

• ユニットセルの大きさは2×2 

• χ=D2 

• 24CPU の計算機で数時間程度
39
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A. Heisenberg model

As a first example we consider the two-dimensional S =
1/2 Heisenberg model on a square lattice with Hamiltonian

Ĥ = J
∑

〈i,j〉
Si · Sj , (5)

where the sum goes over nearest-neighbor sites and Si is a
spin-1/2 operator on site i. Reference values are taken from
Ref. [48] and are based on state-of-the-art quantum Monte
Carlo calculations. We use an iPEPS ansatz with two different
tensors (one for each sublattice) to represent the ground state
with antiferromagnetic order.

Figure 5(a) shows a comparison of the relative error of
the energy as a function of the bond dimension D, obtained
with the three optimization methods. One can clearly see that
there is a substantial improvement when going from the simple
update to the full update calculations, as previously found.
But interestingly, the results obtained with the variational
optimization are even better, by roughly a factor 2! Also
the order parameter, the staggered magnetization m shown
in Fig. 5(b), is considerably improved.

It is important to point out that the difference between the
full and the variational update is not due to the Trotter error
in the imaginary-time evolution. In Fig. 5(c) the dependence
of the result for D = 4 as a function of the Trotter step τ
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FIG. 5. (a) Relative error of the energy per site of the 2D S = 1/2
Heisenberg model as a function of the bond dimension D obtained
with three different optimization methods for iPEPS. (b) The order
parameter (staggered magnetization) as a function of D, compared to
the extrapolated QMC result in the thermodynamic limit (horizontal
line). (c) Full update result as a function of the Trotter imaginary time
step τ (D = 4) compared to the variational result. (d) Evolution of the
energy as a function of simulation runtime on a MacBook Pro laptop
for D = 4 and χ = 50. The results from the variational optimization
are shown at each sweep (squares), whereas the energy obtained with
the full update is computed after every 30 time steps with τ = 0.02.

shows that even in the limit τ → 0 the full update does not
yield the same accuracy as the variational approach. We believe
that this has mainly to do with the fact that at every step a
two-site operator Ûb (see Sec II C) is applied only to a single
bond in the middle of the system, which is then truncated in
an optimal way, resulting in updated tensors A′, B ′. These
tensors provide a locally optimal solution for that single bond;
however, it is not guaranteed that they also provide a globally
optimal solution when replacing the tensors everywhere in
the ansatz. A globally optimal solution could be found by
applying Ûb to all bonds in the ansatz and then truncating
all bonds simultaneously. However, such a scheme would
be computationally much more expensive because it would
require us to contract the time-evolved iPEPS with an enlarged
bond dimension, and thus, it would not be very useful in
practice.

The variational optimization is not only more accurate but
typically also converges faster to the lowest-energy state. This
is illustrated in Fig. 5(d), where we compare the performance
of the full update with the variational update on a MacBook
Pro laptop for D = 4, χ = 50. Starting from the simple update
result already after one step with the variational scheme (taking
1 min), one has a better result than with the full update in the
long-run-time limit.

As a side remark on the performance we note that it is
best to start with an initial state which is already close to
the ground state, particularly for the large-D simulations. For
example, we can take the solution from the simple update
(which is computationally very cheap) as an initial state for the
full- or variational-update scheme [49] or use the full-update
solution (e.g., obtained with a large τ ) as a starting point for a
variational optimization. One can also use a converged solution
with bond dimension D − 1 as an initial state for a simulation
with bond dimension D. In this case one can first perform a
few full update steps (to increase the bond dimension from
D − 1 to D) and then continue with the variational update.
Alternatively, the bond dimension can also be dynamically
increased by using a two-site update (see the Appendix).

Finally, it is interesting to compare our best result with
2D DMRG on cylinders from Ref. [4]. Our lowest varia-
tional energy per site for D = 6 (χ = 250) is −0.669408J ,
which is very close to the exact Monte Carlo result,
−0.6694421(4)J [48], with a relative error of only 5 × 10−5.
This precision is comparable to a 2D DMRG calculation on
a width-10 cylinder with m = 3000 states. However, due to
the exponential scaling of the required bond dimension with
the cylinder width in DMRG, already a width-12 cylinder
with the same number of states is an order of magnitude
worse than the iPEPS result. Furthermore, the iPEPS accuracy
is obtained for the infinite system (infinite cylinder width),
and we would actually expect an even higher accuracy with
iPEPS on a finite cylinder. It is also remarkable to compare
the number of variational parameters: A D = 6 iPEPS has
roughly 2.6 × 103 variational parameters per tensor (with two
different tensors in the entire ansatz), whereas an m = 3000
state has of the order of 1.8 × 107 parameters, i.e., a difference
of four orders of magnitude per tensor [50]. This illustrates
that (i)PEPS offers a much more efficient representation of
a 2D wave function than MPS, even for modest cylinder
widths.

035133-6
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[24] for the hard-core boson model on the triangular lat-
tice and show the phase diagram in Figs. 1 and 2 for the
canonical and grand-canonical ensemble, respectively. The
main results are that for fillings !< 1=3 and !> 2=3 a
supersolid is unstable towards phase separation by exactly
the same domain-wall proliferation mechanism through
which the square lattice supersolid is unstable at all fillings
! ! 1=2. In contrast, for intermediate densities 1=3< !<
2=3 we find that the degeneracy of the frustrated classical
model is indeed lifted and a stable supersolid phase
emerges. The phase diagram in Fig. 2 is similar to the
mean-field phase diagram [22], albeit with a substantially
reduced supersolid region. The supersolid is stable even at
half filling, contradicting the Green’s function Monte Carlo
results of Ref. [25], which are however intrinsically af-
fected by a population size bias.

We will now discuss the phase diagrams in more detail,
starting with simple limits. Considering the single boson
(hole) problem, one can show that the lattice is empty for
"<"0 ! "6t and completely filled for ">"1 ! 6#t$
V%. For large values of t=V, the bosons are superfluid, with
a finite value of the superfluid density !S, which we

measure through the winding number fluctuations W of
the world lines [26] as !S ! hW2i=#4#t%. Two solid phases
emerge upon lowering t=V with rational fillings 1=3 and
2=3, respectively. Both are characterized by a finite value
of the density structure factor per site, S#q%=N ! h!q!

y
qi,

where !q ! #1=N%!ini exp#iq & ri% at wave vectors'Q !
'#4$=3; 0%, corresponding to the

!!!
3
p
(

!!!
3
p

ordering wave
vector. The maximum extent of the solid phases is reduced
by quantum fluctuations from the mean-field value of
#t=V%c ! 0:5 down to #t=V%c ! 0:195' 0:025.

Since the phase diagram is symmetric when interchang-
ing particles with holes #!! 1" !% we restrict our dis-
cussion from now on to ! ) 1=2 and plot the density ! as a
function of chemical potential " for cuts at constant t=V in
Fig. 3. For t=V ! 0:1 we clearly observe a plateaux corre-
sponding to the ! ! 2=3 phase with broken translational
symmetry. The approach to this plateaux from !< 2=3 is
continuous, indicating a second-order phase transition,
while for !> 2=3 we see a jump caused by a first-order
phase transition. Measuring the density structure factor
S#q% and the superfluid density in Fig. 4 we identify this
as a first-order phase transition between the solid and
superfluid phases.

The situation here is the same as in the square lattice
model, where doping the solid leads to phase separation at
a first-order phase transition [16]: the uniform supersolid is
unstable towards domain-wall formation as illustrated in
Fig. 5. Adding L=3 bosons onto the solid at density ! !
2=3 [Fig. 5(a)] corresponds to an infinitesimal density in
the thermodynamic limit. These bosons can gain a kinetic
energy of "6t2=V per boson by second-order hopping
processes. Placing these additional bosons along a line,
as shown in Fig. 5(b), costs no additional potential energy,
and we can even shift half of the lattice by one lattice
spacing, introducing a domain wall as shown in Fig. 5(c),
again at no potential energy cost. But now, the additional
bosons gain kinetic energy of "t per boson by hopping
freely across the domain wall, which lowers the energy of
the domain-wall state compared to the bulk supersolid, and
hence the supersolid phase is unstable.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t/V

-2

0

2

4

6

8

µ/
V

full

empty

superfluid

solid ρ=2/3

solid ρ=1/3

supersolid

FIG. 2 (color online). Zero-temperature phase diagram of
hard-core bosons on the triangular lattice in the grand-canonical
ensemble obtained from quantum Monte Carlo simulations.
Second-order phase transitions are denoted by solid lines,
whereas first-order transitions are denoted by dashed lines.
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ensemble obtained from quantum Monte Carlo simulations.
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例：三角格子ハードコアボースハバード模型

• 1/3 相と 2/3 相の間に超固体相がある 
• 超流動性と固体性が同時に存在 

• t=0.1, V=1.0 
• D=3 および D=4 
• χ=D2 
• ユニットセルは 3×3 
• SU 2000 step, FU なし 
• 構造因子S(Q)（左軸） と超流動オー
ダー|b|（右軸） 
• Q は√3×√3 オーダーの波数 

• 先行研究(QMC) と矛盾しない結果 40 Wessel and Troyer, PRL 95, 127205 (2005)
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例：横磁場イジング模型の有限温度計算

41

• Jz = -1 (強磁性) 
• hx = 0, 0.5, 0.8, 2.0 
• T=0での量子相転移点はhx~1.5 

• D=3, χ=10 
• ユニットセルは 2×2 
• Simple Updateによる虚時間発展 
• 経路積分MCと矛盾しない結果 
• 同じく高度化ソフトウェアである
DSQSSを利用している
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まとめ (1/2)
• 2次元量子格子模型のテンソルネットワークソルバーTeNeSの紹介をした 

• TeNeSに実装されている計算手法を紹介した 

• iTPS(iTPO)は量子多体系の基底状態（密度行列）を効率的にかつ精度よく表現できる 

• 近似精度をボンド次元Dで調整可能 

• 並進対称性を利用すると無限系の状態を有限個のテンソルで表現できる 

• CTMRGを用いることで無限系の環境も効率よく近似可能 

• 虚時間発展法でiTPSの最適化を行える 

• 実時間発展やiTPOの計算にも応用可能 

• TeNeSは幅広い人が・幅広い問題に対して・簡単にTN計算ができることを目指す 

• 分散メモリ並列による大規模並列計算を実装している 

• 分散メモリ並列で行列演算ができる自動微分ライブラリがないのが困りごと（今後の課題） 

• 扱える格子・模型の範囲を広く取っているので、特定の問題に特化したアルゴリズム・チューニ
ングは採用されていない 

• 正方格子以外、特に三角格子は精度があまりでない（今後の課題）



まとめ (2/2)
• TeNeSについて 

• website: https://www.pasums.issp.u-tokyo.ac.jp/tenes 

• GitHub: https://github.com/issp-center-dev/TeNeS  

• ソフトウェア論文 

• YM and et al., Comput. Phys. Commun. 279, 108437 (2022) 

• YM and et al., Comput. Phys. Commun. 315, 109692 (2025) 

• PASUMS（物性研ソフトウェア開発・高度化プロジェクト）について 

• 国内の計算物性物理研究者のソフトウェア開発を支援するプロジェクト 

• https://www.pasums.issp.u-tokyo.ac.jp 

• プロジェクト紹介論文 

• K. Yoshimi, YM, T. Aoyama, M. Kawamura, & N. Kawashima,  Science and 
Technology of Advanced Materials: Methods 5(1), 2564055 (2025). 

• 最近はLLMを用いたソフトウェア開発についても調査・活用しています 

• それぞれの分野におけるソフトウェア開発のありかたというのも議論できたら是非

https://www.pasums.issp.u-tokyo.ac.jp/tenes
https://github.com/issp-center-dev/TeNeS
https://www.pasums.issp.u-tokyo.ac.jp

